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ABSTRAKT 
 
 Tato práce je zaměřena na řešení hydraulických ztrát při nestacionárním 
proudění kapaliny v trubici, jak pro laminární, tak i turbulentní režim proudění 
v hydraulicky hladkém potrubí. 
Pro nestacionární proudění je předpokládán průběh viskozity po průřezu, který 
se odvodí ze stacionárního rychlostního profilu, jež je matematicky popsán vhodně 
zvolenou funkcí. Je odvozen Laplaceův obraz pro nestacionární rychlostní profil a 
střední hodnotu rychlosti v závislosti na tlakové diferenci, ztrátový součinitel a 
pomocí metody přenosových matic jsou vypočtena vlastní čísla soustavy, která 
představují útlum a vlastní frekvenci. 
Vlastní čísla jsou porovnána s hodnotami z programu „F-ACHAR“ a ztrátový 
součinitel se součinitelem pro quasi-stacionární přístup.   
 
KLÍČOVÁ SLOVA 
 
 hydraulické ztráty, nestacionární proudění, rychlostní profil, vlastní čísla 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ABSTRACT 
 
 This thesis is focused on solving hydraulic losses during unsteady flow of 
liquid in pipe for both laminar and turbulent flow in smooth pipes. 
 Radial viscosity distribution is assumed to be the same as for steady flow. 
Viscosity distribution is derived from velocity profile, which is mathematically 
described with suitably chosen function. Laplace images of unsteady velocity profile 
and mean velocity in cross-section are derived depending on pressure difference. 
Loss coefficient is derived and on base of transfer matrix method, self-numbers are 
calculated. Self-numbers represent attenuation and own frequency. 
 Self-numbers are compared to values from software called “F-ACHAR” and 
loss coefficient is compared to the one for quasi-steady method. 
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1. Úvod  
Při proudění kapalin dochází k energetickým ztrátám. Kromě místních ztrát, 
které nejsou předmětem této práce, jsou to ztráty třením vlivem viskozity kapalin. 
Výpočet těchto ztrát je zásadní při projektování všech zařízení, ve kterých dochází 
k přemisťování kapalin. 
V potrubních systémech dochází při náhlé změně rychlosti, resp. tlaku, 
k neustálenému proudění, nazývaného též vodní ráz. Tyto změny mohou být 
vyvolané různými podněty, jako je například uzavření ventilu, výpadek čerpadla aj.  
Při vodním rázu dochází ke značnému zvýšení, příp. snížení tlaku, jež může 
mít za následek i poškození některé z komponent nebo selhání celého systému. 
Dříve se pro ztráty při nestacionárním průtoku používaly matematické modely, 
které při výpočtu uvažují ztráty stejné jako při stacionárním průtoku. Pomocí nich je 
možné dobře simulovat prvotní nárůst (pokles) tlaku. Ovšem časový průběh 
následného útlumu tlakových pulsací již neodpovídá experimentálním zjištěním. Při 
měřeních se ukazuje, že například pokles tlakových amplitud je rychlejší, a tedy 
vypočítané ztráty jsou menší, než odpovídá skutečnosti. 
V potrubních systémech bývá obvykle více zařízení, které mohou vyvolat 
vodní ráz. Proto za jistých okolností může při interferenci tlakových vln dojít 
k maximálnímu nárůstu tlaku až po průchodu první tlakové vlny. Z tohoto důvodu je 
potřeba umět správně modelovat tlumení tlakových pulsací. 
Touto problematikou se začali vědci zabývat v druhé polovině minulého století. 
Vznikla řada modelů, jež se snaží postihnout vliv nestacionárního tření a které se 
blíží skutečnému průběhu tlakových pulsací. Stále ale chybí dostatek dat 
z experimentálních měření, aby bylo možné zvolit pro daný typ proudění 
nejvhodnější model s ohledem nejen na správnost výsledků, ale i výpočetní 
náročnost. 
Cílem této práce je odvodit nový model pro výpočet ztrát při nestacionárním 
proudění, který by měl být použitelný jak pro laminární, tak i turbulentní proudění 
v hydraulicky hladkém potrubí. Předpokládá se, že by v budoucnu mohl být 
rozšiřitelný i na turbulentní proudění v hydraulicky drsném potrubí. Řešení ztrát je 
v rámci této práce uvažováno pouze ve frekvenčním prostoru. 
Při odvození tohoto modelu vycházím z dřívější práce od V. Habána [4], která 
řeší nestacionární proudění, viz. následující kapitola literární rešerše. Nově bude 
model pro výpočet ztrát rozšířen, jak bylo zmíněno v předcházejícím odstavci, do 
oblasti turbulentního proudění. Bude odvozen průběh viskozity po průřezu pro 
stacionární proudění a tento průběh bude uvažován i při nestacionárním proudění.  
K popsání stacionárního rychlostního profilu bude zvolena vhodná funkce, jež 
bude splňovat podmínku parabolického průběhu rychlosti při laminárním proudění a 
pro vyšší Reynoldsova čísla se bude blížit rychlostní profil pístovému. Z něho bude 
odvozen vztah pro průběh viskozity, která tedy bude funkcí poloměru a Reynoldsova 
čísla. Na stěně potrubí bude tato viskozita uvažována rovna laminární kinematické 
viskozitě. 
Následně bude řešen nestacionární rychlostní profil s uvažováním 
odvozeného průběhu viskozity. Při odvození se využívá Laplaceova transformace. 
Integrací bude získán vztah pro střední hodnotu rychlosti, respektive průtoku. Tento 
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vztah představuje rovnici silové rovnováhy makroskopické částice. Z této rovnice již 
může být vyjádřen ztrátový součinitel a pomocí metody přenosových matic 
vypočítána vlastní čísla systému, skládajícího se z jediné trubice. Ty vyjadřují útlum a 
vlastní frekvenci kmitání dané soustavy. 
V závěru práce bude porovnán ztrátový součinitel získaný z výše popsaného 
odvození se ztrátovým součinitelem získaným pomocí quasi-stacionárního přístupu.     
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2. Literární rešerše 
Modely pro vyjádření ztrát vlivem tření při nestacionárním proudění můžeme 
rozdělit do dvou základních skupin. Jsou to 1-D a 2-D modely. Tato rešerše bude 
zaměřena na první ze zmíněných dvou typů, které v současné době nacházejí na 
rozdíl od 2-D modelů praktické využití. 
 
1-D modely nestacionárního tření můžeme rozdělit do dvou skupin 
a) modely, ve kterých je výraz pro tření úměrný okamžitému zrychlení 
b) modely, ve kterých se vychází z rychlosti a změn rychlosti v minulosti 
Modely z první skupiny mají dlouhou historii a jsou zřejmě nejužívanější 
metodou v softwarech pro praktické simulace. Moderní popis nejběžněji používané 
metody je od B. Brunone a kol [8].  
Brunone [2] zkoumá pro nestacionární proudění rozdíly v setrvačných silách a 
třecím napětí na stěně vzhledem k ustálenému proudění. Vlivy plynoucí z těchto 
rozdílů jsou silně spjaty a s ohledem na množství dat pro rychlostní profily 
nestacionárního proudění nejdou řešit samostatně. Vliv obou tedy zahrnuje do 
jediného členu, který lze využít ve výpočtech jako korekce třecího členu. 
Nestacionární složka třecího členu má podle Brunona [3] tvar: 
 J = kg ∙ δVδt − a ∙ δVδx (1)  
kde k3 je vhodná konstanta, a je rychlost zvuku a g je gravitační zrychlení. 
 
Hodnoty koeficientu k3 musí být určeny na základě empirických podkladů [8]. 
Jak bude uvedeno následně, někteří autoři později přišli s teoretickým odvozením 
tohoto koeficientu. 
Fyzikální základy pro modely založené na okamžitém zrychlení (např. výše 
zmíněný model od Brunona), které se poměrně dobře shodují s laboratorními 
experimenty, ale jejich fyzikální podstata nebyla příliš zvažována, poskytují ve své 
práci Axworthy, Ghidaoui a McInnis. Zároveň poukazují na omezenou použitelnost 
těchto modelů [1].  
Axworthy a kol. [1] odvozují rovnici energetických ztrát pro 1D nestacionární 
proudění pomocí rozšířené nevratné termodynamiky. Výsledné smykové napětí je 
rovno součtu stacionárního smykového napětí a členů úměrných lokálnímu a 
konvektivnímu zrychlení. Pro stacionární proudění se dá ukázat pomocí klasické 
nevratné termodynamiky, že disipace energie vlivem viskózního tření je dána např. 
Darcy-Weisbachovým vztahem.  
Jelikož tření proudící kapaliny je nevratným dějem, je nárůst entropie vhodnou 
termodynamickou mírou disipace energie. Vztah pro energetické ztráty může tedy 
být získán pomocí funkce entropie.  
Výchozími rovnicemi pro odvození disipace energie jsou 1D rovnice 
rovnováhy entropie, rovnice kontinuity a rovnice hybnosti, přičemž v první ze 
zmíněných rovnic se zanedbá člen s tepelným tokem.  
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Výslednou rovnicí disipace energie vyjádřené pomocí smykového napětí je: 
 τ = τ + ρ ∙ D4 ∙ T ∙ δVδt + v ∙ δVδx (2)  
kde τs je stacionární složka smykového napětí a T je koeficient, který musí být určen 
z experimentu.  
 
 Můžeme vidět, že rovnice závisí na rychlosti a její derivaci podle času a osové 
souřadnice, nezávisí však na derivaci podle poloměru. Jinými slovy zahrnuje vliv 
průměrné rychlosti po průřezu, ale ignoruje aktuální tvar rychlostního profilu a jeho 
vliv na disipaci energie.  
 Axworthyho model je podobně jako Brunoneův omezen na krátká časová 
měřítka. Pro nestacionární proudění potrubím jsou dle Vardyho a Browna 2 měřítka, 
krátké a dlouhé. První z nich souvisí s časem průchodu tlakové vlny potrubím, druhé 
souvisí s časem, kdy se změny u stěny projeví díky difuzi v jádru proudu.  
 
Modely z druhé skupiny vycházejí z Zielkeho práce a vyjadřují smykové napětí 
pomocí konvolučního integrálu.  
Zielke ve své práci [12] řeší nestacionární ztráty pro laminární proudění. 
Problém proměnlivého rychlostního profilu, jehož vliv zahrnuje do svého 1-D modelu 
neustáleného proudění, převádí na výběr výrazu pro smykové napětí na stěně, které 
je založeno na skutečném rozložení rychlosti.  
Při svém odvození předpokládá následující: osově symetrické, laminární 
proudění v horizontálním potrubí konstantního průřezu, konstantní tlak a hustotu po 
průřezu trubice (zanedbání radiálních rychlostí), tuhé stěny potrubí, s možností 
modifikovat objemový modul kapaliny s ohledem na elasticitu stěn (jinými slovy 
upravit rychlost šíření tlakových vzruchů kapalinou). 
Smykové napětí na stěně počítá Zielke z rozložení rychlosti, které je řešením 
následující rovnice pro časové závislý tlakový gradient δp/δx: 
 
δvδt + 1ρ ∙ δpδx − ν ∙ 1r ∙ δδr r ∙ δvδr = 0 (3)  
Pro časově závislý tlakový gradient nemá rychlostní profil laminárního 
proudění parabolický průběh, jako je tomu u Hagen-Poiseuilleova proudění. Navíc již 
není smykové napětí na stěně ve fázi se střední rychlostí. Je to následkem 
rozdílných sil převládajících v různých částech průřezu. U stěny potrubí, v tzv. mezní 
vrstvě, převládají síly třecí. Naproti tomu v jádru proudu převládají síly setrvačné. 
Náhlá změna tlakového gradientu tedy nejprve ovlivní mezní vrstvu, čili se změní 
smykové napětí na stěně předtím, než se změní střední rychlost.  
Pro některé speciální případy tlakových změn byly již dříve odvozeny 
rychlostní profily, ale jen pro sinusový průběh tlaku vychází rovnice pro smykové 
napětí z okamžitých hodnot střední rychlosti a zrychlení.  
Zielke nově odvozuje rovnici pro obecný případ libovolně proměnlivého 
proudění. V této rovnici vychází smykové napětí z okamžité střední rychlosti a 
z dřívějších změn rychlosti.  
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Výsledné smykové napětí na stěně se dle Zielkeho rovná: 
 τt = 4ρνR Vt + 2ρνR ! δVδt τ ∙ WT − t dτ$  (4)  
kde τ je čas užitý v konvolučním integrálu a W je vážená funkce pro dřívější změny 
rychlosti (více viz. [12]). 
  
Tlaková ztráta souvisí se smykovým napětím na stěně potrubí dle 
následujícího vztahu: 
 
h& = 4 ∙ τρ ∙ g ∙ D  (5)  
kde hf je tlaková ztráta, τ0 smykové napětí na stěně a g je gravitační zrychlení. 
 
Řešení konvolučního integrálu (4) je ovšem z hlediska výpočetního času 
značně náročné. Proto později Trikha (1975) upravil Zielkeho model, aby zvýšil 
výpočetní rychlost, bylo to však na úkor přesnosti řešení. Kagawa a kol. (1983) a 
poté Suzuki a kol. (1991) dosáhli svými úpravami jak vysoké přesnosti, tak i vysoké 
výpočetní efektivity [10].  
 
 Předcházející Zielkeho model nestacionárních ztrát při laminárním proudění 
rozšířili Vardy a Brown [8] i do oblasti turbulentního proudění pro hydraulicky hladká 
potrubí. 
Jejich práce je založena na dvou základních, zjednodušujících předpokladech 
o turbulentní viskozitě. 
Prvním předpokladem je, že rozložení viskozity je po částech lineární. Průřez 
potrubí je rozdělen na 2 části: vnější mezikruhovou oblast, kde viskozita lineárně 
roste od stěny směrem k ose z hodnoty νw (představuje laminární kinematickou 
viskozitu) na hodnotu νc na rozhraní s vnitřní oblastí (jádro proudu). Ve vnitřní oblasti 
je viskozita již nadále konstantní a rovna νc. Výhodou tohoto bi-lineárního přístupu je 
možnost analytického řešení. 
Druhým důležitým předpokladem je, že se rozložení viskozity nemění v čase. 
Tento předpoklad je přijatelný v počáteční chvíli po události, jež má za následek 
nestacionaritu v průtoku, neplatí však v pozdějších fázích. Z tohoto tedy plynou jistá 
omezení pro použitelnost daného modelu. Nicméně nejvýznamnější vliv 
nestacionární složky smykového napětí je předpokládán právě v počáteční fázi. 
Vardy nejprve stanoví rychlostní profily pro obě zavedené oblasti průřezu a ty 
následně užívá k získání vztahu mezi tlakovými gradienty a změnami v rychlosti. 
Využívá dvou nezávislých souřadnicových systémů, kartézský s.s. v mezikruží a 
válcový s.s. v jádře. Pro sjednocení a získání spojitého profilu po celém průřezu 
zavádí sdružující podmínky o rovnosti rychlosti a smykového napětí na rozhraní. 
Celkové smykové napětí na stěně určí z derivace rychlosti v mezikruží: 
 
τ( = ρν( δvδy( (6)  
kde τw je součtem stacionární a nestacionární složky smykového napětí, νw je 
kinematická viskozita na stěně potrubí a y je příčná osová souřadnice v kartézském 
souřadném systému. 
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 Pro získání nestacionárního napětí se odečte stacionární složka od celkového 
napětí a hledané nestacionární napětí se dá posléze vyjádřit ve smyslu konvolučního 
integrálu jako: 
 τ( = 2ρν*+,R ! Wt∗ ∙ δVδt t$ ∙ dt∗ (7)  
kde W je vážená funkce, T je čas uplynulý od vzniku nestacionarity a t* = T-t je 
zpětně měřený čas od okamžiku, ve kterém je integrál vyhodnocován. 
 
Výraz je formálně totožný s Zielkeho nestacionární složkou smykového napětí 
v rovnici (4). V tomto případě je ale vážená funkce závislá na Reynoldsově čísle. 
Další rozdíl je v následujícím postupu pro numerické využití.  
Zielke nejprve provádí inverzní transformaci transformované vážené funkce, 
získává výraz v podobě nekonečné řady a tento aproximuje pro užití v numerické 
analýze. Oproti tomu Vardy nejdříve aproximuje transformovanou váženou funkci, 
když ji nahrazuje jednodušší funkcí podobného tvaru, pro niž existuje jednoduchá 
inverse.  
Vardy také ukazuje na speciálním případu rovnoměrného zrychlení, že pomocí 
aproximované vážené funkce je možné odvodit hodnotu Brunoneova koeficientu k3  
v závislosti na Reynoldsově čísle. 
Ve své pozdější práci Vardy a Brown [9] rozšířili použitelnost modelu i pro 
hydraulicky zcela drsná potrubí. Vycházejí z podobných předpokladů, kdy je opět 
uvažován idealizovaný bi-lineární průběh viskozity. Nicméně faktická viskozita na 
stěně je v tomto případě větší než laminární kinematická viskozita. Její hodnota je 
určena v souladu se vztahem pro koeficient mezního tření odvozeného 
Schlichtingem. Poměr této efektivní viskozity k laminární je mírou disipačního vlivu 
drsnosti povrchu. Uvažují opět časově nezávislé rozložení viskozity a následné 
odvození je analogické k výše uvedenému pro hladká potrubí. 
 
 V nedávné době Vítkovský a kol. [10] provedli systematické vyhodnocení dvou 
1-D modelů nestacionárního tření v jednoduchém potrubním systému zahrnujícím 
samostatné potrubí mezi dvěma rezervoáry.  
 Prvním z testovaných modelů je Brunoneův model, zastupující modely 
založené na okamžitém zrychlení. V práci Vítkovského a kol. je koeficient k3 v rovnici 
(1.1) brán jako konstanta (ikdyž na ni může být pohlíženo i jako na funkci závislou na 
čase a prostoru). 
 Druhý testovaný model je založen na Zielkeho modelu s konvolucí 
předcházejících zrychlení kapaliny a vážené funkci. 
Modely jsou testovány pro řadu různých druhů nestacionárního proudění, 
které se dají rozdělit podle následujících hledisek: 
• kladný nebo záporný směr rychlosti 
• kapalina zrychluje nebo zpomaluje 
• tlaková vlna se šíří v kladném nebo v záporném směru osy x 
Výsledky Vítkovského práce ukazují nedostatky modelu založeného na 
okamžitém zrychlení s konstantním koeficientem pro některé případy, např. uzavření 
horního ventilu. I po jimi navrhnutých změnách tento model špatně simuloval např. 
případy s otevíráním ventilu. To ukazuje na obecné nedostatky tohoto modelu. Navíc 
tento model, ani jimi modifikovaný, nevykazují frekvenční závislost u tření. Jejich 
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analýza ukazuje na přítomnost numerického útlumu a rozptylu, která může být 
možnou příčinou některých dříve uvedených výsledků, jež se shodovaly 
s experimenty. Naproti tomu model založený na konvoluci simuloval správně 
všechny přechodné stavy.  
 
Jak bylo zmíněno v úvodu, tato práce vychází z disertační práce V. Habána 
[4], kde je odvozena disipace pulzační energie v trubici. Matematický model vnitřního 
tlumení tekutiny řeší pulzační proudění vyvolané Laplaceovsky transformovatelnými 
signály. Je zde odvozen laminární nestacionární rychlostní profil, jenž vychází 
z řešení Navier-Stokesových rovnic pro rotačně symetrický model proudění. Jeho 
integrací přes průřez je odvozena hodnota střední rychlosti tekutiny. Následně je 
určena i tzv. paměťová funkce ztrátového součinitele, na jehož základě lze posuzovat 
disipaci energie při pulzačním proudění v přímé trubici a určovat hodnotu 
nestacionárního průtoku. Jeho Laplaceův obraz je ve tvaru: 
 Ψs = R/
ν0 ∙ 2 ∙ s ∙ J1 2r ∙ i ∙ 4
s
ν
5
2 ∙ J1 2r ∙ i ∙ 4sν5 − R ∙ i ∙ 4sν ∙ J 2r ∙ i ∙ 4sν 5 (8)  
kde ν je laminární kinematická viskozita a J1 je Besselova funkce prvního druhu, 
prvního řádu.  
 
Kromě 1–D modelů byla také vytvořena řada dvourozměrných modelů 
k popsání nestacionárního tření. Takové modely představili např. Ohmi a kol., 
Eichinger a Lein, Brunone a kol., Silva-Araya & Chaudhry a Pezzinga.  Tyto modely 
jsou schopny poskytnout mnohem více detailů než jednorozměrné přístupy, ale 
nejsou vhodné pro obecnou analýzu proudění v rozsáhlém potrubním řádu. Dnes 
jsou chápány spíše jako metody pro lepší pochopení a ověření platnosti jejich 1-D 
protějšků, ne jako praktická alternativa. Situace se může změnit s rozvojem 
výpočetních možností, ale dosavadní role 1-D modelů bude nejspíše dominující i v 
nejbližších letech [8].  
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3. Matematický úvod 
V této práci je při odvození ztrát použito různých matematických funkcí, 
z nichž některé nemusí být čtenáři příliš známé a budou proto krátce popsány 
v následující kapitole. Budou zde uvedeny definice funkcí, jejich běžný zápis, 
případně pro tuto práci důležité vlastnosti těchto funkcí.  
 
3.1. Besselova funkce prvního druhu 
Besselova funkce [13] prvního druhu, někdy též nazývaná cylindrická funkce, 
je řešením Besselovy diferenciální rovnice 
 x0 ∙ d0ydx0 + x ∙ dydx + x0 − n0 ∙ y = 0 
 
(9)  
 
které není singulární v počátku. Zapisuje se jako Jn(x), kde n je řád Besselovy 
funkce. 
 Besselova funkce [5] prvního druhu je definována vztahem: 
 
J7x = 8x297 ∙ : −1;k! ∙ Γn + k + 1 ∙ 8x290;=;>  
 
(10)  
Nekonečná řada v (10) je konvergentní pro každé reálné n a každé (i komplexní) x. 
 
Na následujícím grafu je pro ukázku vykresleno Jn(x) pro n=0,1,2,3 a reálné x. 
 
 
Obrázek 1: Průběh Besselových funkcí 1. druhu s reálným argumentem 
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 Jak je vidět v předcházejícím grafu, hodnota J0(0) je rovna jedné, tohoto bude 
později využito při zavádění okrajových podmínek pro určení integračních konstant. 
Beselovy funkce Jn(x), kde x je reálný argument, jsou kmitající křivky, jejichž 
amplitudy s x postupně klesají. Pokud je argument x komplexní, dochází k plynulému 
nárůstu, případně k postupnému rozkmitávání, do nekonečna. 
 
 
3.2. Besselova funkce druhého druhu 
Besselova funkce [13] druhého druhu je také řešením Besselovy diferenciální 
rovnice (9), které je v počátku singulární. Zapisuje se jako Yn(x) a může být 
definována vztahem: 
 
Y7x = J7x ∙ cosn ∙ π − JC7xsin n ∙ π  
 
(11)  
Vztah (11) je definován pro n různé od celého čísla, pro n rovno celému číslu jde o 
limitu z (11) pro n jdoucí k N, kde N je celé číslo [5].  
 
Opět je pro ukázku vykresleno na následujícím grafu Yn(x) pro x=0,1,2,3. 
 
 
Obrázek 2: Průběh Besselových funkcí 2. druhu s reálným argumentem 
 
Hodnota Besselovy funkce druhého druhu jde v počátku k minus nekonečnu, 
čehož bude opět využito později při určení integračních konstant. 
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3.3. Hypergeometrická funkce 
Obecná hypergeometrická funkce [13] je dána hypergeometrickou sérií. To jest 
sérií, pro kterou poměr následujících členů může být zapsán jako: 
 
c;D1c; = EFGF = F + H1F + H0 ∙∙∙ IF + HJKF + L1F + L0 ∙∙∙ IF + LMKF + 1 
 
(12)  
Vyplívající hypergeometrická funkce se zapíše jako: 
 
: c; ∙ x; = FO Pa1, a0, . . , aSb1, b0, . . , bO; xV = : a1;a0; ∙∙∙ IaSK;b1;b0; ∙∙∙ IbSK;
=
;>S
=
;> ∙ x
;k!    
 
(13)  
kde (a)k je Pochhammerův symbol: 
 
a; ≡ Γa + k
Γa = HH + 1 ∙∙∙ H + F − 1 
 
(14)  
 Obecná hypergeometrická funkce se dá zapsat jako pFq(a1,..,aq;b1,..,bp;x) a má 
tedy p parametrů prvního typu a q parametrů druhého typu. 
 
 Na ukázku je v následujícím grafu vykreslena hypergeometrická funkce ve 
tvaru 1F2(1;2,1;x+i*x). Jak reálnou, tak imaginární složku představují rozkmitané 
křivky s rostoucí amplitudou. Vzhledem k rychlosti nárůstu amplitudy, je názorné 
zobrazení náročné, proto je vybrán jen malý úsek. Graf byl vytvořen v programu MS 
Excel z dat získaných z programu MATLAB. 
 
 
Obrázek 3: Průběh hypergeometrické funkce s komplexním argumentem 
 
-140
-120
-100
-80
-60
-40
-20
0
20
40
0 2 4 6 8 10 12 14 16
hy
pe
rg
eo
m
(1;
2,
1;
x
+
i*x
)
x
Hypergeometrická funkce
reálná část
imaginární část
VUT – EU – ODDI – 13303 – 17 - 11 
 
 19 
4. Disipace energie při nestacionárním proudění 
Trubice protékaná tekutinou je sama o sobě zdrojem ztrát způsobených 
tvarem rychlostního profilu proudící tekutiny, jak při stacionárním, tak i při 
nestacionárním laminárním i turbulentním proudění [4].  
Cílem této práce je stanovení těchto ztrát při nestacionárním proudění 
kapaliny v trubici. Další zdroje ztrát, jako je druhá viskozita nebo tlumení materiálu 
trubice, nejsou předmětem této práce.  
Je uvažována trubice kruhového průřezu, délky L, pro kterou je zaveden 
válcový souřadný systém s využitím osové symetrie. 
 
 
 
 
 
 Model stanovení ztrát by měl být použitelný jak v oblasti laminárního 
proudění, tak i v oblasti turbulentního proudění, ovšem s omezením na hydraulicky 
hladké potrubí.  
K uvažovanému stacionárnímu průtoku se superponuje odchylka od 
nestacionárního průtoku. Celková rychlost a tlak jsou součtem dvou složek, 
stacionární a nestacionární, což můžeme zapsat jako: 
 v = v + v 
 
 p = p + p 
 
kde index s značí stacionární a index u nestacionární složku. 
  
Pohybová rovnice, z níž se při odvození vychází, může tedy být zapsána ve 
válcových souřadnicích, při zanedbání nelineárních členů, jako: 
 
δvδt + 1ρ ∙ δpδx − ν ∙ δ0vδr0 − ν ∙ 1r ∙ δvδr + 1ρ ∙ δpδx − ν ∙ δ0vδr0 − −ν ∙ 1r ∙ δvδr = 0 
 
(15)  
 Stacionární a nestacionární průtok je řešen samostatně, můžeme tedy rovnici 
(15) rozdělit a nejprve řešit její stacionární část: 
 
1ρ ∙ δpδx − ν ∙ δ0vδr0 − ν ∙ 1r ∙ δvδr = 0 
 
(16)  
Obrázek 4: Schéma trubice 
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A následně nestacionární část rovnice (15): 
 
δvδt + 1ρ ∙ δpδx − ν ∙ δ0vδr0 − ν ∙ 1r ∙ δvδr = 0 
 
(17)  
Pro stacionární průtok je nejprve zvolena vhodná mocninná funkce popisující 
rychlostní profil. Z něho je následně odvozen, v závislosti na ztrátách třením při 
stacionárním proudění, průběh viskozity po průřezu. Tento průběh viskozity je 
následně uvažován i při nestacionárním proudění a je tedy dosazen do pohybové 
rovnice při řešení nestacionárního průtoku. 
 
4.1. Stacionární proudění 
4.1.1. Rychlostní profil 
Jak bylo zmíněno výše, nejprve je zvolena funkce, která vhodně popisuje 
rychlostní profil. Tento rychlostní profil by měl mít parabolický průběh při laminárním 
proudění a pro vyšší Reynoldsova čísla by se měl průběh rychlosti blížit pístovému 
profilu. V této práci byla uvažována následující funkce rychlosti:  
  
v = vYZ[ ∙ 1 − 8rR97 
 
(18)  
kde vs max představuje maximální rychlost v ose potrubí a spolu s exponentem n tvoří 
dvě neznámé, které se určí z pohybové rovnice pomocí průtoku a ztrát 
odpovídajících danému průtoku. 
 
 Integrací rychlostního profilu dle (18) po průřezu trubice se získá průtok jako 
funkce exponentu n:  
 
Q = 2 ∙ π ∙ ! r ∙ v] ∙ dr = 2 ∙ π ∙ ! r ∙ vYZ[ ∙ 1 − 8rR97 ∙ dr]= S ∙ vYZ[ ∙ nn + 2 (19)  
 
4.1.2. Průběh viskozity 
Průběh viskozity je odvozen ze stacionární části pohybové rovnice, která je 
uvedena v předchozí kapitole. Vychází se tedy z rovnice (16), do níž se dosadí 
zvolený rychlostní profil z rovnice (18): 
 
1ρ ∙ δpδx = ν ∙ _δ0vYZ[ ∙ 81 − 8
rR979δr0 + 1r ∙ δvYZ[ ∙ 81 − 8
rR979δr ` 
 
(20)  
a po provedení derivací a následných úpravách dostáváme: 
 
1ρ ∙ δpδx = − ν ∙ vYZ[R7 ∙ r7C0 ∙ n0 
 
(21)  
VUT – EU – ODDI – 13303 – 17 - 11 
 
 21 
Vidíme, že průběh viskozity v závislosti na poloměru trubice může být vyjádřen 
vztahem: 
 
ν = − 1ρ ∙ δpδx ∙ R7vYZ[ ∙ n0 ∙ 1r7C0 
 
(22)  
Pro r = R máme vztah pro viskozitu na stěně trubice, jež je v této práci uvažována 
rovna laminární kinematické viskozitě, a můžeme tedy psát: 
 
ν*+, = ν = − 1ρ ∙ δpδx ∙ R0vYZ[ ∙ n0 
 
(23)  
Nyní můžeme vyjádřit průběh viskozity po průřezu jako funkci laminární kinematické 
viskozity a poloměru trubice: 
 
ν = ν ∙ R7C0 ∙ 1r7C0 
 
(24)  
Z průběhu viskozity podle předchozího vztahu plyne, že viskozita v ose trubice 
by byla nekonečná. Toto není z fyzikálního hlediska zcela v pořádku. Tato 
nesrovnalost bude v dalším odvození zanedbána. Možné negativní důsledky budou 
zmíněny v závěru.  
   
Tlaková ztráta při proudění potrubím na délce „L“ vyjadřuje také tlakovou 
ztrátu v místě laminární podvrstvy [6] a platí tedy následující vztah: 
 ∆p = ρ ∙ Yz = ρ ∙ λ ∙ LDd ∙ Vs22  (25)  
kde Dh je hydraulický poloměr a Vs je střední rychlost při stacionárním proudění. 
 
Po drobných úpravách a s uvážením, že tlakový spád je ve směru proudění záporný, 
kdežto ztráty jsou uvažovány jako kladné, můžeme psát: 
 − 1ρ ∙ δpsδx = λ ∙ 1D ∙ Vs22  
 
(26)  
Dosadíme-li z rovnice (26) do (23) a maximální rychlost vyjádříme jako funkci střední 
rychlosti z rovnice průtoku (19) dostáváme: 
 
ν = λ ∙ V8 ∙ Dn ∙ n + 2 
 
(27)  
Z rovnice (27) již plyne vztah pro exponent mocninné funkce rychlostního profilu ve 
tvaru kvadratické rovnice: 
 
n0 + 2 ∙ n − λ ∙ Re8 = 0 
 
(28)  
Exponent n je tedy funkcí průtoku, resp. Reynoldsova čísla, a to jednak přímo a pak i 
prostřednictvím součinitele tření λ.  
Vzájemnou závislost mezi součinitelem tření a Reynoldsovým číslem můžeme 
získat například z Churchillova univerzálního vztahu, který platí pro všechny oblasti 
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turbulentního proudění a zároveň řeší přechod z laminárního do turbulentního 
proudění.[7] Grafické znázornění této závislosti je vyneseno v následujícím grafu: 
 
 
 
 
Obrázek 5: Graf závislosti součinitele tření na Re 
 
 
S využitím Churchillova vztahu již tedy není problém určit exponent n. Řešení 
kvadratické rovnice (28), s uvažováním pouze kladných kořenů rovnice, je 
vykresleno v grafu na obrázku 6. 
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Obrázek 6: Graf závislosti exponentu n na Re 
 
 
V této práci jsou ztráty řešeny jen pro hydraulicky hladké potrubí, ve výpočtech 
je možné tedy použít pouze hodnoty počítané s relativní drsností 1*10-6. Pro větší 
hodnoty relativní drsnosti by již nemusel platit předpoklad, že na stěně trubice 
můžeme uvažovat hodnotu viskozity rovnu laminární kinematické viskozitě.  
 Nyní je tedy zcela určen rychlostní profil při stacionárním proudění v závislosti 
na průtoku a na něm závislý průběh viskozity po průřezu.  
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4.2. Nestacionární proudění 
V této kapitole se řeší rychlostní profil při nestacionárním proudění a střední 
rychlost, potažmo průtok, z kterého se posléze určí ztráty. 
 
4.2.1. Laplaceův obraz rychlosti 
Při odvození nestacionárního rychlostního profilu se vychází z nestacionární 
části pohybové rovnice (15), tu představuje rovnice (17), kterou si znovu uveďme: 
 
δvδt + 1ρ ∙ δpδx − ν ∙ δ0vδr0 − ν ∙ 1r ∙ δvδr = 0  
Integrujme nyní rovnici (17) přes interval <0;L>, značící délku trubice, a proveďme 
Laplaceovu transformaci při označení: 
 
L{vu} = u L{p2-p1} = ∆σ 
 
kde 1, 2 představují počátek a konec trubice. 
 
Po integraci a Laplaceově transformaci dostáváme: 
 
s ∙ u + 1ρ ∙ ∆σL − ν ∙ δ2uδr2 − ν ∙ 1r ∙ δuδr = 0 
 
(29)  
Po úpravě a dosazení za viskozitu z rovnice (24) získáme vztah: 
 
δ0uδr0 + 1r ∙ δuδr − s ∙ r7C0ν ∙ R7C0 ∙ u + ∆σsρL = 0 (30)  
Zavedením substituce: 
 
E = u + ∆σsρL (31)  
A s uvažováním, že ∆σ, ρ, L jsou nezávislé na poloměru, může psát: 
 
δ0Eδr0 + 1r ∙ δEδr − s ∙ r7C0ν ∙ R7C0 ∙ E = 0 (32)  
Rovnici (32) lze upravit na tvar, který je shodný s transformovanou Besselovou 
rovnicí popsanou Bowmanem [13]:  
 r0 ∙ δ0Eδr0 + r ∙ δEδr − s ∙ r7ν ∙ R7C0 ∙ E = 0 (33)  
Řešení rovnice (33) je možné zapsat ve tvaru Besselových funkcí: 
 E = C1 ∙ J ki ∙ 2n ∙ r70 ∙ l sR7C0 ∙ νm + C0 ∙ Y ki ∙ 2n ∙ r70 ∙ l sR7C0 ∙ νm (34)  
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Po dosazení za E z rovnice (31) můžeme vyjádřit vztah pro Laplaceův obraz 
rychlosti: 
 
u =
= C1 ∙ J ki ∙ 2n ∙ r70 ∙ l sR7C0 ∙ νm + C0 ∙ Y ki ∙ 2n ∙ r70 ∙ l sR7C0 ∙ νm
− ∆σsρL 
(35)  
kde integrační konstanty C1 a C2 určíme z okrajových podmínek.  
 
První okrajovou podmínkou je, že rychlost v ose trubice je konečná. Při 
dosazení r=0 do rovnice (35) dostaneme: 
 u = C1 ∙ J0 + C0 ∙ Y0 − ∆σsρL  
S uvážením vlastností Besselových funkcí, viz kap. 1. 
 J0 = 1  
 Y0 = −∞  
vyplývá, že pro splnění první okrajové podmínky konečné rychlosti a s předpokladem 
konečné tlakové diference musí být hodnota C2 nulová. 
 
 Při dosazení druhé okrajové podmínky nulové rychlosti na stěně trubice 
 uo>] = 0  
do rovnice (35) a s uvážením nulové konstanty C2 dostaneme: 
 
 
0 = C1 ∙ J ki ∙ 2n ∙ R70 ∙ l sR7C0 ∙ νm − ∆σsρL (36)  
Z předchozí rovnice již můžeme snadno vyjádřit první integrační konstantu: 
 
C1 = ∆σsρL ∙ 1J i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν (37)  
Po dosazení konstant zpět do rovnice (35) dostáváme konečný vztah pro Laplaceův 
obraz rychlosti: 
 
u =
pq
rJ 2i ∙ 2n ∙ r70 ∙ 4 sR7C0 ∙ ν5J i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν − 1st
u ∙ ∆σsρL (38)  
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4.2.2. Laplaceův obraz střední hodnoty rychlosti 
Řešení dynamiky tekutinových systémů je založeno na středních hodnotách 
tlaku a rychlosti po průřezu trubice [4]. 
Laplaceův obraz střední hodnoty rychlosti může být získán integrací předešlé 
rovnice (38) po průřezu trubice, čímž získáme průtok, a následným podělením 
plochou trubice. Integrujme tedy nyní rovnici (38) a podělme ji plochou průřezu 
trubice: 
 
 uv = 2 ∙ ππ ∙ R0 ∙ ! p
rJ i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ r70 ∙ 4 sνJ i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν − 1s
u ∙ ∆σsρL ∙ r ∙] dr (39)  
Vytknutím veličin nezávislých na poloměru lze výraz upravit: 
 uv = 2R0 ∙ ∆σsρL ∙ ! p
rJ i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ r70 ∙ 4 sνJ i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν − 1s
u ∙ r ∙ dr]  (40)  
Dále můžeme pro zjednodušení vytknout i jmenovatel prvního členu v závorce, 
jelikož je také nezávislý na poloměru, a získat výraz: 
 
uv == 2R0 ∙ ∆σssρL ∙ 1J i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν ∙
∙ ! wJ ki ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ r70 ∙ l sνm − J ki ∙ 2n ∙ R ∙ l sνmx ∙ r ∙ dr]  
(41)  
Pro lepší přehlednost bude dále řešen pouze samotný integrál. Ten můžeme upravit 
a získat rozdíl dvou integrálu ve tvaru: 
 ! J ki ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ r70 ∙ l sνm ∙ r ∙ dr − ! J ki ∙ 2n ∙ R ∙ l sνm]] ∙ r ∙ dr (42)  
 
Řešení druhého z integrálu v rovnici (42) je poměrně jednoduché, jelikož Besselova 
funkce v tomto integrálu není funkcí poloměru. Můžeme tedy psát: 
 
! J ki ∙ 2n ∙ R ∙ l sνm ∙ r ∙ dr] = J ki ∙ 2n ∙ R ∙ l sνm ∙ R02  (43)  
Napišme znovu první integrál z (42): 
 
! J ki ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ r70 ∙ l sνm ∙ r ∙ dr]  (44)  
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Můžeme vidět, že v tomto případě již je Besselova funkce závislá na poloměru 
trubice. Zaveďme nyní substituci: 
 
x = i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ r70 ∙ l sν  
r = x07i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ 4 sν
07 
dr = 2n ∙ x0C77i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ 4 sν
07 ∙ dx 
(45)  
Dosazením substituce z (45) do rovnice (44) získáme výraz: 
 
! Jx ∙ x07i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ 4 sν
07 ∙
2n ∙ x0C77
i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ 4 sν
07 ∙ dx
y
  (46)  
kde X je nová horní mez integrálu, kterou určíme dosazením původní meze R do 
substituce (45) následovně: 
 X = i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ r70 ∙ l sν  pro r = R = i ∙ 2n ∙ R ∙ l sν  (47)  
Výraz (47) můžeme formálně upravit do tvaru: 
 
! Jx ∙ x/C77n2 ∙ i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ 4 sν
/7 ∙ dx
y
  (48)  
Po vytknutí nezávislých členů před integrál můžeme psát: 
 
1n2 ∙ i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ 4 sν
/7 ∙ ! Jx ∙ x/C77 ∙ dx
y
  (49)  
Obecné řešení integrálu v předcházející rovnici je dle [11] : 
 
! t{ ∙ J|t ∙ dt} == Z{D|D12| ∙ μ + v + 1 ∙ Γv + 1 ∙
∙ F1 0 2μ + v + 12 ; μ + v + 32 , v + 1; − Z04 5 
(50)  
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V našem případě tedy dostáváme: 
 ! Jx ∙ x/C77 ∙ dxy = n4 ∙ X/7 ∙ F1 0 22n ; n + 2n , 1; − X04 5 (51)  
kde 1F2 je hypergeometrická funkce viz kap. 1. Matematický úvod. 
  
Dosaďme nyní vypočtené integrály (51) a (43) zpět do původní rovnice (41): 
 
uv == 2R0 ∙ ∆σsρL ∙ 1J i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν ∙
∙
p
qrn4 ∙ X
/7 ∙ F1 0 2n ; n + 2n , 1; − X04 n2 ∙ i ∙ 2n ∙ R0C70 ∙ 4 sν
/7 − J ki ∙ 2n ∙ R ∙ l sνm ∙ R
02 s
tu 
(52)  
S uvážením výrazu (47) pro X můžeme rovnici (52) upravit na tvar: 
 
uv = p
r F1 0 2n ; n + 2n , 1; R0n0 ∙ sνJ i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν − 1s
u ∙ ∆σsρL (53)  
Výraz (53) je Laplaceovým obrazem střední hodnoty rychlosti v trubici při 
nestacionárním proudění v závislosti na tlakové diferenci.  
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4.3. Vlastní čísla soustavy 
 
V následujících podkapitolách bude uvedeno řešení pro výpočet vlastních 
čísel soustavy a to jak analytické odvození, tak i vlastní numerické řešení a 
vypočtené výsledky. 
4.3.1. Analytické řešení 
 V této kapitole bude odvozen výpočet vlastních čísel soustavy, která je 
složena z jediné trubice, se symetrickými okrajovými podmínkami, kdy na jedné 
straně trubice je předpokládán nulový tlak a na druhé straně je uvažováno tlakové 
buzení. Výpočet vlastních čísel je založen na metodě přenosových matic. 
Vlastní číslo je obecně komplexní číslo ve tvaru: 
 s = α + i ∙ ω  
kde reálná část vlastního čísla představuje tlumení systému a imaginární část vlastní 
frekvenci. 
 
 Metoda přenosových matic je založena na řešení soustavy dvou 
linearizovaných rovnic. 
První rovnicí je rovnice silové rovnováhy makroskopické částice. Tuto nám 
představuje rovnice (53), kterou pro další použití upravíme následovně: 
- nebude uvažována integrace podél trubice z rovnice (29) a celou rovnici 
  vynásobíme plochou trubice, abychom dostali objemový průtok: 
 
q = p
r F1 0 2n ; n + 2n , 1; R0n0 ∙ sνJ i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν − 1s
u ∙ πR0sρ ∙ δσδx (54)  
kde q je Laplaceův obraz průtoku, q= L{Q}. 
 
Předcházející rovnici dále formálně upravíme do tvaru: 
 
q p
rs + s ∙ F1 0 2n ; n + 2n , 1; R0n0 ∙ sνJ i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν − F1 0 2n ; n + 2n , 1; R0n0 ∙ sνs
u + πR0ρ ∙ δσδx = 0 (55)  
Zaveďme konstanty: 
 A = πR0ρ  (56)  
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B = s + s ∙ F1 0 2n ; n + 2n , 1; R0n0 ∙ sνJ i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν − F1 0 2n ; n + 2n , 1; R0n0 ∙ sν =
= s
p
qq
qq
r
1 − 1
1 − J i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sνF1 0 2n ; n + 2n , 1; R0n0 ∙ sνs
tt
tt
u
 
(57)  
kde druhý člen v závorce konstanty B představuje ztrátový součinitel. 
 
Druhou rovnicí je rovnice kontinuity ve tvaru: 
 
δpδt + ρ ∙ c0 ∙ δvδx = 0 (58)  
Vyjádříme-li rychlost pomocí průtoku a provedeme-li Laplaceovu transformaci, 
dostaneme: 
 s ∙ σ + ρS ∙ c0 ∙ δqδx = 0 (59)  
Označme: 
 
C = ρS ∙ c0 (60)  
Nyní máme tedy zavedenu soustavu dvou rovnic, které s uvažováním zavedených 
konstant můžeme zapsat následovně: 
 B ∙ q + A ∙ δσδx = 0 (61)  
 s ∙ σ + C ∙ δqδx = 0 (62)  
Maticový zápis soustavy:  
 8B 00 s9 ∙ 8qσ9 + 80 AB 09 ∙ δδx ∙ 8qσ9 = 8009 (63)  
Upravme rovnici roznásobením zleva inverzní maticí k matici před derivací stavového 
vektoru, čímž dostaneme: 
 w0 sCBA 0x ∙ 8
qσ9 + δδx ∙ 8qσ9 = 8009 (64)  
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Nyní provedeme Laplaceovu transformaci podle souřadnice: 
 w0 sCBA 0x ∙ 
q′σ′ + ε ∙ q′σ′ = 8qσ9> (65)  
Po vytknutí transformovaného stavového vektoru máme: 
 wε sCBA εx ∙ 
q′σ′ = 8qσ9> (66)  
Předchozí rovnici lze formálně zapsat následovně: 
 
A*u´=ux=0 
 
kde u je stavový vektor průtoku a tlaku.  
 
Řešení stavového vektoru: 
 
u´=A-1* ux=0 
  
  = LC1C1 ∙ > = LC1C1 ∙ > (67)  
kde vzorem laplaceovy transformace podle souřadnice inverzní matice A je 
přenosová matice P(s,x).  
 
Řešení zpětné Laplaceovy transformace je následující: 
 wε sCBA εx
C1
= 1ε0 − s ∙ BC ∙ A ∙ w
ε − sC− BA ε x (68)  
 LC1  1ε0 − s ∙ BC ∙ A ∙ w
ε − sC− BA ε x = s, x (69)  
Pro zjednodušení zápisu zaveďme konstanty: 
 γ = sC ;  μ = BA ; λ0 = γ ∙ μ = sBCA (70)  
kde v tomto případě λ nepředstavuje součinitel tření. 
 
Řešení jednotlivých prvků matice: 
 
P11 = LC1  εε0 − λ0 = coshλ ∙ x = P00 (71)  
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P10 = LC1  −γε0 − λ0 = − γλ ∙ sinhλ ∙ x (72)  
 
P01LC1  −με0 − λ0 = − μλ ∙ sinhλ ∙ x (73)  
Přenosová matice má tedy tvar: 
 s, x = w coshλ ∙ x − γλ ∙ sinhλ ∙ x− μ
λ
∙ sinhλ ∙ x coshλ ∙ x x (74)  
kde x značí polohu stavového vektoru podél trubice a s je parametr Laplaceovy 
transformace. 
 
Pokud dosadíme za x délku trubice L, dostaneme přenos celé trubice: 
 
qLσL = s, L ∙ q0σ0 (75)  
kde 0 představuje počátek trubice a L její konec. 
 
Nadále předpokládáme symetrické okrajové podmínky, kdy na počátku trubice 
uvažujeme tlakové buzení a na konci předpokládáme nulový tlak. 
 8qL0 9 = w coshλ ∙ L −
γ
λ
∙ sinhλ ∙ L
− μ
λ
∙ sinhλ ∙ L coshλ ∙ L x ∙ q0σ0 (76)  
Průtok na začátku můžeme vyjádřit pomocí členů přenosové matice a tlaku 
následovně: 
 q = − P00s, LP01s, L ∙ σ0 (77)  
Pro výpočet stavového vektoru v libovolném místě x podél trubice lze tedy použít 
vztah: 
 qxσx = s, x ∙ − P00s, LP01s, L1  ∙ σ0 (78)  
 Vlastní čísla získáme pro s taková, že člen P21(s,L) je roven nule. Potom 
dochází k zesílení amplitud stavového vektoru nade všechny meze. Hledáme tedy 
taková s, při kterých je splněna následující rovnice:  
 
μ
λ
∙ sinhλ ∙ L = 0 (79)  
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4.3.2. Numerické řešení 
Pro numerické řešení bylo využito programové prostředí MATLAB. Některá 
data získaná pomocí MATLABu, byla následně zpracována pomocí aplikace 
Microsoft Office Excel. 
 
Nejprve zaveďme substituci argumentu Besselovi a hypergeomterické funkce 
jako bezrozměrný parametr χ : 
 
χ = 1n ∙ i ∙ R ∙ l sν (80)  
S uvažováním tohoto parametru můžeme zapsat poměr Besselovy a 
hypergeometrické funkce z (57), který je ve výpočtu vlastních čísel, jako: 
 
J2 ∙ χF1 0 82n ; n + 2n , 1; −χ09 (81)  
 S ohledem na velikost hodnot těchto funkcí, není možné předcházející poměr 
počítat v použitém softwaru přímo pro imaginární hodnotu χ větší jak 350. Z průběhu 
tohoto poměru v závislosti na χ byla proto pro výpočty odvozena funkce, která tento 
poměr nahrazuje pro hodnotu imaginárního χ >350.  
Tato náhradní funkce závisí na znaménku reálného χ. Pro kladnou hodnotu 
reálného χ má tvar: 
 
y == n ∙ −0,37587 + 1 + n ∙ 0,5 ∙ χ,+7áo7 ∙∙ signum 8χ,+7áo79 − i ∙ n ∙ 0,5 ∙ χoá*7é (82)  
A pro zápornou hodnotu reálného χ: 
  
y == n ∙ −0,37587 + 1 + n ∙ 0,5 ∙ χ,+7áo7 ∙∙ signum 8χ,+7áo79 + i ∙ n ∙ 0,5 ∙ χoá*7é ∙ signumχreálné) (83)  
  
Pro nalezení vlastních čísel systému byl v MATLABu sepsán algoritmus, který lze 
zkráceně popsat následovně: 
 
 nejprve se zvolí interval reálné a imaginární části s, na kterém probíhá hledání 
vlastních hodnot a krok, kterými jsou tyto intervaly rozděleny 
 je vytvořena matice, kde v řádcích se mění hodnota reálné části s a ve 
sloupcích hodnota imaginární části 
 pro jednotlivé prvky matice se vypočte hodnota členu P21(s,L) 
• nyní je možné vykreslit plochy reálné a imaginární části členu P21(s,L), 
ale především jejich průnik s nulovou rovinou, který je grafickým 
vyjádřením rovnice (79) 
  
• vlastní číslo je takové 
rovna nule, v
imaginárních kř
část členu P21(s, L)
 pro nalezení číselných hodnot se postupn
se intervaly, kde dochází ke zm
části členu P21(s, L)
interpolace z okrajových hodnot intervalu vypo
představuje vlastní číslo systému
Příklad: 
 
Jako příklad byla zvolena trubice protékaná kapalinou s
 
 průměr trubice  
 délka trubice  
 hustota kapaliny 
 kinematická viskozita
 rychlost zvuku v kapalin
 laminární proudění
Laminární proudění bylo zvoleno, aby výsledky mohly být porovnány s
provedenými v programu „F
Na následujícím obrázku jsou vykresleny nulové hodnoty reálné a imaginární 
části členu P21(s, L) s viditelnými 
vybraného systému. 
 
 
 
Obrázek 7: Vykreslení nulových hodnot reálné a imaginární 
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ě prochází výsledná 
ěně znamínka reálné a zárove
; při nalezení takového intervalu je pomocí lineární 
čten jejich pr
 
 těmito parametry:
 D= 1 m 
 L = 100 m 
 ρ = 1000 kg/m3 
  ν0 = 1*10-6 m2/s 
ě c = 1000 m/s 
  n = 2 
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Číselná hodnota prvních dvou vlastních čísel: 
 
 s1 = -0.007928+i* 31.407998 
 s2 = -0.011212+i* 62.820623 
 
 Tyto vypočtené hodnoty se shodují s hodnotami vypočtenými pomocí 
programu „F-ACHAR“, což je program pro řešení pulsací ve větvených hydraulických 
obvodech metodou přenosových matic, který je rozšířený o výpočet vlastních 
frekvencí a vlastních tvarů kmitu. Je ovšem určen pouze pro laminární proudění, čili 
ho nelze použít k teoretickému ověření výsledků získaných na základě této práce pro 
hodnoty exponentu n vyšším jak 2. Porovnání bylo provedeno pro různé parametry, 
vždy se shodným výsledkem.  
 
 
4.4. Vliv Reynoldsova čísla na vlastní čísla soustavy 
 
 V této kapitole bude sledován vliv hodnoty Reynoldsova čísla, který je 
v rovnicích vyjádřen exponentem n, na vlastnosti systému, neboli vliv na vlastní čísla 
systému. Budou zvoleny 4 trubice o různém průměru, na kterých bude tento vliv 
pozorován a vyhodnocen.  
 
4.4.1. Vlastní čísla v závislosti na Re 
 Pro výpočty byly zvoleny 4 trubice protékané kapalinou s různými průměry, 
které mají ostatní parametry stejné jako v příkladu 1 v předchozí kapitole. Zvolené 
průměry trubic jsou 20, 40, 50 a 100 mm. Exponent n se bude ve výpočtu měnit od 
hodnoty 2, představující laminární proudění, až po hodnotu 50 pro průměry 20 a 40 
mm a po hodnotu 100 pro zbývající dva průměry. Odpovídající Reynoldsovo číslo 
bude uvedeno v následující tabulce, kde budou dále uvedeny první vlastní čísla 
systémů, a to jak jejich reálná, tak imaginární složka. Toto bude dále vyneseno do 
grafu jako funkce Reynoldsova čísla a ze získaných průběhu závislosti bude 
vyhodnocen vliv. S ohledem na množství dat, bude v tabulce uvedeno jen několik 
vzorových hodnot exponentu n. 
 
 
  D = 20 mm D = 40 mm D = 50 mm D = 100 mm 
Re n s real s imag s real s imag s real s imag s real s imag 
0 - 1537 2 -0.4014 31.0196 -0.1994 31.2178 -0.1593 31.2574 -0.0795 31.3367 
1.340E+04 6 -0.4341 31.0232 -0.2073 31.2181 -0.1643 31.2576 -0.0807 31.3367 
4.514E+04 10 -0.4867 31.0216 -0.2156 31.2192 -0.1695 31.2581 -0.0819 31.3367 
1.003E+05 14 -0.2797 30.9766 -0.2233 31.2214 -0.1750 31.2590 -0.0832 31.3368 
1.818E+05 18 -0.0086 31.6815 -0.2450 31.2291 -0.1793 31.2612 -0.0845 31.3370 
2.920E+05 22 -0.2672 31.1668 -0.2672 31.1668 -0.1956 31.2691 -0.0859 31.3372 
Tabulka 1: Vlastní čísla v závislosti na Reynoldsově čísle 
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  D = 20 mm D = 40 mm D = 50 mm D = 100 mm 
Re n s real s imag s real s imag s real s imag s real s imag 
4.328E+05 26 -1.7022 33.8407 -0.1196 31.0842 -0.2265 31.2331 -0.0873 31.3374 
6.058E+05 30 -3.4334 34.5702 0.1639 31.2224 -0.1735 31.1415 -0.0887 31.3375 
1.188E+06 40 -9.1896 34.8578 0.2444 32.5106 0.3580 31.4323 -0.0921 31.3445 
1.999E+06 50 -16.3437 32.8144 -0.9883 33.9731 0.3259 32.5655 -0.1333 31.3250 
4.355E+06 70  /  /  /  / -2.1281 34.7269 0.2056 31.1903 
9.860E+06 100  /  /  /  / -8.9694 35.3799 0.4923 32.6770 
Tabulka 2: Vlastní čísla v závislosti na Reynoldsově čísle 
 
 
 
 
 
Obrázek 8: Graf závislosti reálné části vlastního čísla na Re 
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Obrázek 9: Graf závislosti imaginární části vlastního čísla na Re 
 
 
 
 Z grafů je patrné, že při určité hodnotě Reynoldsova čísla, dochází k výrazné 
změně průběhů. Zaměřme se na reálnou část vlastního čísla, tedy na útlum systému. 
V počáteční fázi dochází k mírnému poklesu a systém je tedy více zatlumen. 
Tento průběh, kdy s vyšší hodnotou Re narůstají ztráty, byl předpokládán. Pro 
určitou hodnotu Re, v závislosti na průměru trubice, však začne reálná část rychle 
narůstat a posléze dojde k prudkému poklesu. Kromě nejmenšího ze vzorových 
průměrů, se reálná část vlastního čísla v určité oblasti dostává dokonce do kladných 
hodnot, což by znamenalo, že systém je samobuzený. V oblasti tohoto nestabilního 
chování dochází i k posunu vlastní frekvence. 
Důvodů pro tuto nestabilitu může být několik. V trubici by mohlo začít 
docházet k odtrhávání proudění, což by mohlo být příčinou samovolného buzení 
kmitání. Existuje také otázka vhodnosti zvolené funkce k popisu rychlostního profilu. 
Je možné, že takto navolený profil, pro dané parametry a daný režim proudění, již 
není reálný. V tomto případě by tyto výsledky mohly zároveň sloužit jako měřítko 
stability zvoleného rychlostního profilu. S výše uvedeným může souviset i 
skutečnost, že z průběhu viskozity vypočtené z rychlostního profilu vyplývá 
nekonečně velká viskozita v ose potrubí. 
Možné příčiny uvedené v předchozím odstavci jsou v této chvíli však pouze 
hypotézami. Bylo by zapotřebí danou problematiku více prozkoumat, například zvolit 
jinou funkci k popisu rychlostního profilu. 
Z grafů je také patrné, že s rostoucím průměrem klesá zatlumení systému a 
nestabilita se přesouvá do vyšších hodnot Reynoldsova čísla. To je dáno poměrem 
setrvačných a viskózních sil, kdy s rostoucím průměrem roste i tento poměr ve 
prospěch sil setrvačných. 
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4.4.2. Ztrátový součinitel 
V této kapitole se blíže podíváme na ztrátový součinitel, který vystupuje 
v konstantě B rovnice silové rovnováhy (61). Tento součinitel můžeme napsat ve 
tvaru: 
 
b =
s ∙ F1 0 2n ; n + 2n , 1; R
0
n0 ∙
s
ν
J i ∙ 2n ∙ R ∙ 4 sν − F1 0 
2n ; n + 2n , 1; R
0
n0 ∙
s
ν
 (84)  
 Pokud za parametr Laplaceovy transformace s dosadíme čistě imaginární 
číslo, můžeme si vykreslit ztrátový součinitel v závislosti na frekvenci. Parametry pro 
výpočet v tomto příkladu budou průměr 40 mm, laminární kinematická viskozita  
1*10-6 m2/s a hodnoty exponentu n=10, 20, 30, 40 a 50. Průběhy součinitele pro 
různá n jsou uvedeny v následujícím grafu: 
 
 
 
 
Obrázek 10: Ztrátový součinitel 
  
 Při výpočtu vlastních čísel pro trubici o stejném průměru 40 mm, vycházela 
vlastní frekvence zhruba v rozmezí přibližně 31-32 rad/s až do hodnoty kolem n=30, 
poté začala mírně narůstat a při hodnotě n=50 se blížila 34 rad/s. Z tohoto důvodu je 
v grafu šedou čárkovanou čárou vyznačena úhlová rychlost 31,5 rad/s. Je patrné, že 
pro n=10 a n=20 je v okolí této frekvenci součinitel kladný a mírně narůstá. To 
odpovídá nárůstu tlumení soustavy. Pro n=30 a 40 je však součinitel záporný. Pro 
tyto hodnoty exponentu n, respektive příslušná Reynoldsova čísla, vychází systém 
samobuzený. Pro poslední hodnotu n=50 je při této frekvence vidět poměrně značný 
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nárůst oproti n=10 a 20, což odpovídá prudkému poklesu reálné části vlastního čísla 
a nárůstu tlumení. Z toho plyne, že pro daný průměr závisí oblast nestability i na 
délce trubice, se kterou se výrazně mění vlastní frekvence. Při tomto zvoleném 
průměru a delší trubici, kdy by se první vlastní frekvence dostatečně snížila, by 
nemuselo k samobuzení vůbec docházet. 
 
4.4.3. Porovnání s quasi-stacionární metodou 
V této kapitole bude porovnána hodnota ztrátového součinitele z předchozí 
kapitoly se ztrátovým součinitelem vypočteným pomocí quasi-stacionární metody. 
Nejprve bude uvedeno odvození ztrátového součinitele quasi-stacionární 
metody. 
Vychází se z rovnice silové rovnováhy ve tvaru: 
  
ρ
S ∙
δQ
δt + R ∙ Q0 +
δp
δx = 0 (85)  
kde R v tomto případě není poloměr trubice, ale odporový součinitel. Qc představuje 
celkový průtok, tedy součet stacionárního a nestacionárního.  
 
Předchozí rovnici tedy můžeme rozepsat: 
 
ρ
S ∙
δ(Q + Q)
δt + R ∙ (Q + Q)0 +
δ(p + p)
δx = 0 (86)  
Následně ji můžeme upravit s uvažováním, že derivace stacionárního průtoku je 
nulová, a dále umocníme závorku u odporového součinitele: 
 
ρ
S ∙
δQ
δt + R ∙ (Q0 + 2 ∙ Q ∙ Q + Q0) +
δp
δx +
δp
δx = 0 (87)  
Nestacionární průtok je uvažován jako výrazně menší v porovnání s průtokem 
stacionárním, můžeme si tedy dovolit v předešlé rovnici zanedbat člen Qu2 vůči 
ostatním u odporového součinitele. Potom můžeme psát: 
 
ρ
S ∙
δQ
δt + R ∙ 2 ∙ Q ∙ Q +
δp
δx + R ∙ Q0 +
δp
δx = 0 (88)  
Řešme nyní část rovnice se stacionárními členy: 
 R ∙ Q0 + δpδx = 0 (89)  
 R ∙ Q0 = −δpδx = ρ ∙ λ ∙
8 ∙ Q0
π0 ∙ D  (90)  
Odporový součinitel můžeme nyní vyjádřit jako: 
 R = λ ∙ ρ ∙ 8π0 ∙ D   (91)  
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Zavedeme-li nyní konstantu bqs ve tvaru: 
 bO = 2 ∙ R ∙ Q ∙ Sρ =
λ ∙ 4
π ∙ D ∙ Q (92)  
Můžeme zapsat nestacionární část rovnice (88) s uvažováním konstanty A podle (56) 
a po provedení Laplaceovy transformace podle času následovně: 
 q(s) ∙ (s + bO) + δσ(s)δx = 0 (93)  
 Nyní máme rovnici ve stejném tvaru jako rovnici (61) a pro výpočet vlastních 
čísel by se mohl použít analogický postup jako v kapitole 4.3.1.  Člen bqs představuje 
ztrátový součinitel pro quasi-stacionární přístup a je čistě reálným číslem 
s konstantní hodnotou v závislosti na frekvenci.  
Nyní můžeme porovnat ztrátový součinitel bqs s reálnou částí ztrátového 
součinitele odvozeným z nestacionárního profilu.  
 Pro porovnání je opět vybrána trubice protékaná kapalinou s průměrem 40 
mm, laminární kinematická viskozita je 1*10-6 m2/s a hodnoty exponentu 
n = 2, 5, 10, 15 a 20. Exponent n je závislý na Reynoldsově čísle, čemuž odpovídá 
příslušná hodnota součinitele tření λ a průtok. Porovnání je na následujícím grafu.  
 
 
 
 
Obrázek 11: Porovnání součinitelů tření 
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 Hodnoty součinitelů se pro frekvence jdoucí k nule rovnají. Součinitel 
odvozený na základě nestacionárního profilu má v počáteční fázi klesající průběh, 
zmiňovaný v předchozí kapitole, a jeho hodnota je nižší než u součinitele pro quasi-
stacionární přístup, což je v rozporu s předpoklady a s laboratorními měřeními, viz. 
úvod. Pro n=20 se součinitel b dostává až do záporných hodnot, což by na příslušné 
frekvenci znamenalo samobuzené kmitání. Po dosažení minima se průběh obrátí a 
hodnota součinitele b začne narůstat a při určité frekvenci jeho hodnota překoná 
součinitel bqs a odpovídající ztráty by tedy při vyšších frekvencích již byly větší. Tato 
mez se posouvá s rostoucím Reynoldsovým číslem. Tento průběh neplatí pro 
laminární proudění (n=2), kde ztrátový součinitel má již od začátku rostoucí tendenci. 
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5. Závěr 
V práci byly řešeny ztráty při nestacionárním laminárním i turbulentním 
proudění. Byla zvolena mocninná funkce popisující stacionární rychlostní profil 
v závislosti na Reynoldsově čísle. Byl odvozen vztah pro průběh viskozity po průřezu 
v závislosti na tvaru rychlostního profilu a je tedy závislý také na hodnotě 
Reynoldsova čísla. 
Při nestacionárním proudění byl předpokládán stejný průběh viskozity jako při 
stacionárním proudění. Byly odvozeny Laplaceovi obrazy rychlosti a střední hodnoty 
rychlosti, které závisí na tlakové diferenci v trubici. 
Z výrazu pro střední hodnotu rychlosti po průřezu, který představuje rovnici 
silové rovnováhy, a z rovnice kontinuity byl pomocí metody přenosových matic 
odvozen výpočet vlastních čísel soustavy. Byl také zaveden ztrátový součinitel, na 
jehož základě lze usuzovat na disipaci energie při neustáleném proudění v přímé 
trubici. 
 
Hodnota vlastních čísel pro laminární proudění vypočtených pomocí programu 
MATLAB na základě této práce se při porovnání shodovala s hodnotami vypočtenými 
v programu „F-ACHAR“. 
 
Vzorové průběhy vlastních čísel v závislosti na režimu proudění byly 
znázorněny na obr. 8 a 9. Je zde jasně patrná oblast nárůstu reálné části vlastního 
čísla, v některých případech až do kladných hodnot. To představuje pokles tlumení, 
respektive pro kladné hodnoty samobuzené kmitání. Značí to nestabilitu rychlostního 
profilu při daných podmínkách, která teoreticky může být dána odtrháváním 
proudění, ale i chybou v odvození ve smyslu špatně zvolné funkce rychlostního 
profilu,více na konci kapitoly.    
 
Průběhy ztrátového součinitele v závislosti na frekvenci, znázorněné na obr. 
10, odpovídají průběhům vlastních čísel. Záporná hodnota součinitele na dané 
frekvenci znamená, že systém, který má shodnou vlastní frekvenci, je samobuzený. 
  
Jak bylo zmíněno v úvodu, ztráty počítané pomocí quasi-stacionární metody 
vycházejí menší, než odpovídá měřením. V kapitole 4.4.3 tedy byli ztrátové 
součinitele vycházející jak z této práce (b), tak z quasi-stacionární metody (bqs) 
porovnány. Pro frekvence jdoucí k nule se jejich hodnoty rovnají. Pro vyšší frekvence 
záleží na režimu proudění a samotné frekvenci, který ze součinitelů je větší, viz. obr. 
11. Pro příslušné Reynoldsovo číslo je vždy dána hodnota frekvence, kdy pro nižší 
hodnoty vychází ztrátový součinitel b menší a naopak pro vyšší frekvence větší. 
Pouze pro laminární proudění je hodnota ztrátového součinitele b vždy vyšší. 
 
Příčinnou výše popsaných průběhů může být špatně zvolená funkce pro 
matematický popis stacionárního profilu, respektive z něho plynoucí viskozita, která 
jde v ose trubice do nekonečna. 
Navazující práce se tedy může zaměřit na nalezení vhodnější funkce k popisu 
rychlostního profilu. Další možností je si nejprve zvolit průběh viskozity, z níž bude 
posléze určen tvar stacionárního profilu. 
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7. Seznam zkratek a symbolů 
Symbol rozměr popis 
b [s-1] ztrátový součinitel 
bqs [s-1] ztrátový součinitel 
c [m.s-1] rychlost zvuku 
D [m] průměr 
Dh [m] hydraulický průměr 
F   hypergeometrická funkce 
J   Besselova funkce prvního druhu 
L [m] délka trubice 
n   exponent funkce popisující rychlostní profil 
p [Pa] tlak 
ps [Pa] stacionární složka tlaku 
pu [Pa] nestacionární složka tlaku 
P   přenosová matice úseku potrubí 
q [m3.s-1] Laplaceův obraz průtoku 
Qc [m3.s-1] celkový průtok 
Qs [m3.s-1] stacionární složka průtoku 
Qu [m3.s-1] nestacionární složka průtoku 
r [m] souřadnice válcového s.s. 
R [m] poloměr 
s [s-1] parametr Laplaceovy transformace podle času 
S [m2] průřez trubice 
t [s] čas 
u [m.s-1] Laplaceův obraz nestacionární rychlosti 
u  [m.s-1] Laplaceův obraz střední hodnoty rychlosti 
u   Laplaceův obraz stavového vektoru 
v [m.s-1] rychlost 
V [m.s-1] střední hodnota rychlosti 
vs [m.s-1] stacionární složka rychlosti 
vs max [m.s-1] maximální stacionární rychlost po průřezu 
vu [m.s-1] nestacionární složka rychlosti 
x [m] axiální souřadnice válcového s.s. 
Y   Besselova funkce druhého druhu 
Yz [J.kg-1] měrná ztrátová energie 
 
 
 
 
 
 
 
VUT – EU – ODDI – 13303 – 17 - 11 
 
 45 
Symbol rozměr popis 
α [s-1] reálná část vlastního čísla 
ε [m-1] parametr Laplaceovy transformace podle souřadnice 
Γ gamma funkce 
λ součinitel tření 
ν [m2.s-1] kinematická viskozita 
νlam,ν0 [m2.s-1] laminární kinematická viskozita 
ρ [kg.m-3] hustota 
σ [Pa] Laplaceův obraz tlaku 
ω [rad.s-1] imaginární část vlastního čísla 
 
